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3 Въпрос Спрямо базиса e = (e1, e2, e3) на линейно пространство V над полето C на комплексните
числа, са дадени линейният оператор ϕ1 : V → V с

ϕ1(x1e1 + x2e2 + x3e3) = (−2x1 + 5x2 + x3)e1 + (x1 + x2 + x3)e2 + (x1 − 2x2 + x3)e3

за произволни x1, x2, x3 ∈ C и линейният оператор ϕ2 : V → V с

ϕ2(x1e1 + x2e2 + x3e3) = x1e1 + x3e2 + x2e3

за произволни x1, x2, x3 ∈ C.
Спрямо базиса f = (f1, f2) на линейното пространство W над C е дадено линейно изображение

ψ : V →W с ψ(x1e1 + x2e2 + x3e3) = (x1 − 2x2 + 3x3)f1 + (−2x1 + 4x2 − 6x3)f2

за произволни x1, x2, x3 ∈ C. За кои стойности на комплексния параметър p ∈ C композицията
ψ(ϕ1 + pϕ2) = O е нулевото изображение O : V →W с O(v) = OW за всяко v ∈ V .

Решение:

ψ(ϕ1 + pϕ2) = ψ((−2x1 + 5x2 + x3)e1 + (x1 + x2 + x3)e2 + (x1 − 2x2 + x3)e3 + p(x1e1 + x3e2 + x2e3)) =

= ψ((−2x1 + 5x2 + x3 + px1)e1 + (x1 + x2 + x3 + px3)e2 + (x1 − 2x2 + x3 + px2)e3)

Полагаме: − 2x1 + 5x2 + x3 + px1 = y1, x1 + x2 + x3 + px3 = y2, x1 − 2x2 + x3 + px2 = y3

=⇒ ψ(ϕ1 + pϕ2) = ψ(y1e1 + y2e2 + y3e3) = (y1 − 2y2 + 3y3)f1 + (−2y1 + 4y2 − 6y3)f2

Разглеждаме y1 − 2y2 + 3y3:

y1 − 2y2 + 3y3 = −2x1 + 5x2 + x3 + px1 − 2(x1 + x2 + x3 + px3) + 3(x1 − 2x2 + x3 + px2) =

= −2x1 + 5x2 + x3 + px1 − 2x1 − 2x2 − 2x3 − 2px3 + 3x1 − 6x2 + 3x3 + 3px2 =

= −(1− p)x1 − 3(1− p)x2 − 2(1− p)x3 = −(1− p)(x1 + 3x2 + 2x3)

Разглеждаме −2y1 + 4y2 − 6y3:

−2y1 + 4y2 − 6y3 = −2(−2x1 + 5x2 + x3 + px1) + 4(x1 + x2 + x3 + px3)− 6(x1 − 2x2 + x3 + px2) =

= 4x1 − 10x2 − 2x3 − 2px1 + 4x1 + 4x2 + 4x3 + 4px3 − 6x1 + 12x2 − 6x3 − 6px2 =

= 2(1− p)x1 + 6(1− p)x2 − 4(1− p)x3 = (1− p)(2x1 + 6x2 − 4x3)

Тоест, получаваме:

ψ(y1e1 + y2e2 + y3e3) = −(1− p)(x1 + 3x2 + 2x3) · f1 + (1− p)(2x1 + 6x2 − 4x3) · f2

=⇒ За p = 1, ψ(v) = OW = O(v) ∀v ∈ V
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